WEAKLY PERIODIC GIBBS MEASURES FOR THE POTTS MODEL
WITH THREE STATES ON A CAYLEY TREE by Kodirova, Nazokat Abdulvohidоvna
Scientific Bulletin of Namangan State University 
Volume 1 Issue 6 Article 6 
9-10-2019 
WEAKLY PERIODIC GIBBS MEASURES FOR THE POTTS MODEL 
WITH THREE STATES ON A CAYLEY TREE 
Nazokat Abdulvohidоvna Kodirova 
Namangan State University 
Follow this and additional works at: https://uzjournals.edu.uz/namdu 
 Part of the Physical Sciences and Mathematics Commons 
Recommended Citation 
Kodirova, Nazokat Abdulvohidоvna (2019) "WEAKLY PERIODIC GIBBS MEASURES FOR THE POTTS 
MODEL WITH THREE STATES ON A CAYLEY TREE," Scientific Bulletin of Namangan State University: Vol. 
1 : Iss. 6 , Article 6. 
Available at: https://uzjournals.edu.uz/namdu/vol1/iss6/6 
This Article is brought to you for free and open access by 2030 Uzbekistan Research Online. It has been accepted 
for inclusion in Scientific Bulletin of Namangan State University by an authorized editor of 2030 Uzbekistan 
Research Online. For more information, please contact brownman91@mail.ru. 
WEAKLY PERIODIC GIBBS MEASURES FOR THE POTTS MODEL WITH THREE 
STATES ON A CAYLEY TREE 
Cover Page Footnote 
??????? 
Erratum 
??????? 
This article is available in Scientific Bulletin of Namangan State University: https://uzjournals.edu.uz/namdu/vol1/
iss6/6 
НамДУ илмий ахборотномаси - Научный вестник НамГУ 2019 йил 6-сон 
34 
 
 
О  СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИХ МЕРАХ ГИББСА ДЛЯ МОДЕЛИ ПОТТСА C ТРЕИЯ 
СОСТОЯНИЯМИ НА ДЕРЕВЕ КЭЛИ  
Кодирова Назокат Абдулвохидовна 
Наманганский государственный  университет 
Стажер-преподаватель кафедры математики 
e-mail: naqodirova@mail.ru  
 
Аннотация: Изучается модель Поттса с тремя состаяниями на дерева Кэли порядка 
два. При некоторых условиях на параметры доказано, что все слабо-периодические меры Гиббса 
являются трансляционно-инвариантными. 
Ключавая слова: дерево Кэли, мера Гиббса, трансляционно-инвариантная мера. 
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Abstract:  We study  Potts model on a Cayley tree of order two. Under some conditions for 
parameters proved that all weakly periodic Gibbs measures are translation invariant. 
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КЭЛИ ДАРАХТИДА УЧ ҲОЛАТЛИ ПОТТС МОДЕЛИ УЧУН 
КУЧСИЗ ДАВРИЙ ГИББС ЎЛЧОВЛАРИ 
Қодирова Назокат Абдулвохид қизи  
Наманган давлат университети 
Математика кафедраси стажёр-ўқитувчиси  
e-mail: naqodirova@mail.ru 
 
Аннотация: Иккинчи тартибли Кэли дарахтида уч ҳолатли Поттс модели 
ўрганилаган. Параметрларга баъзи шартлар қўйилганда барча кучсиз даврий Гиббс ўлчовлари 
трансляцион-инвариант бўлиши кўрсатилган. 
Калит сўзлар: Кели дарахти, Гиббс ўлчови, транслатсион – инвариант ўлчов.  
 
1. ВВЕДЕНИЕ 
Понятие меры Гиббса для модели Поттса на дереве Кэли вводится стандартным 
оброзом (см.[1]-[4]). В работе [7] изучена трансляционно-инвариантная мера Гиббса для 
ферромагнитная модель Поттса с тремя состаяниями на дерева Кэли. В работе [3] 
изучена периодическая мера Гиббса на дерева Кэли. В работах [4]-[7] изучена слабо-
периодическая мера Гиббса для модели Поттса. Такие мера Гиббса появилась на дерева 
Кэли порядка  щесть. Естественно возникает вопрос существуетли слабо-периодическах 
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мерах Гиббса при менших порядках дерева Кэли. Настоящая работа посвяшена 
изучению слабо-периодических мер Гиббса на дереве Кэли порядка два.  
 
2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ  И  ИЗВЕСТНЫЕ  ФАКТЫ  
Дерево Кэли k порядка 1k  бесконечное дерево, т.е. граф без циклов, из 
каждой вершины которого выходит  ровно 1k  ребер.   
Пусть ),,,( iLVk   где V  –  множество вершин графа Lk ,  – множество его ребер 
и i  – функция инцидентности, сопоставляющая каждому ребру Ll   его концевые 
точки ., Vyx   Если  ,,)( yxli  то x  и y  мы называем ближайшими соседями и обозначаем 
как yxl , . Определим расстояние ),( yxd  между вершинами Vyx ,  на дереве Кэли 
как минимальное число d  такое, что найдутся Vyxxxxx dd   ,,...,, 110  которые 
последовательно являются ближайшими соседями: .,,...,, 110 dd xxxx   Для 
фиксированного Vx 0  введем обозначения  
                              
 
 
 .,:,
,),(:
,),(:
)1(0
0
nn
n
n
VyxLyxlL
nxxdVxV
nxxdVxW
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

  
Для nWx обозначим  
 ,1),(,)( 1   yxdWyxS n  
и это множество назовем множеством прямых потомков точка nWx . 
 Мы рассматриваем модели, в которых спин принимает значения из множества 
  .2,,...,2,1  qqФ  Конфигурация   на множестве вершин V  определяется как функция 
;)( ФxVx    множество всех конфигураций совпадает с VФ .  
 Известно, что дерево Кэли k  можно представить как kG свободное 
произведение 1k  циклических групп второго порядка (см., например, работы [1]-[2]). 
Обозначим через )(1 xS  множество всех ближайших соседей точки ,kGx т.е.  
 .,:)(1 yxGyxS k   
Пусть )(1 xSx  \ )(xS .  
 Гамильтониан модели Поттса определяется как  
,)(
,
)()(


Lyx
yxJH                                          (2) 
где RJ  , ij  – символ Кронекера.  
 Определим конечномерное распределение вероятностной меры n  в объеме nV  
как  
                                           ,)(exp)( ),(
1






 


nWx
xxnnnnn hHZ                   (3) 
где ,1 T  Т > 0 – температура, 1nZ  – нормирующий множитель, 
 VxRhhh qxqxx  ,),...,( ,,1  – совокупность векторов и  
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


nLyx
yxnn JH
,
)()()(  .  
 Говорят, что вероятностное распределение (3) согласованное, если для всех 1n  и 
1
1

nV
n Ф  имеет место равенство  
                                    

 
nW
n Ф
nnnnn

 )()( 111                                  (4)  
Здесь nn  1 есть объединение конфигураций. В этом случае существует единственная 
мера   на VФ  такая, что для всех n  и nVn Ф   
   ).( nnnVn         
Такая мера называется предельной гиббсовской мерой, соответствующей гамильтониану 
(2) и векторнозначной функции Vxhx , .  
 Следующее утверждение описывает условие на xh , обеспечивающее 
согласованность ).( nn   
 Теорема 1. [1]. Вероятностное распределение  ,...,2,1),( nnn   в (3) является 
согласованным тогда и только тогда, когда для любого Vx  имеет место следующее 
соотношение: 
                                                 
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yx hFh  ,                                               (5)  
где 111
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и )(, xSe J   – множество прямых потомков точки х.  
 Пусть  rkk HHGG ,...,1
 –фактор-группа, где kG –нормальный делитель индекса 
1r .  
Определение 1. Совокупность векторов  kx Gxhh  ,  называется 

kG  – 
периодической, если xyx hh  для любых 
 kk GyGx , .  
 kG –периодические совокупности называются трансляционно-инвариантными.  
 Определение 2. Совокупность векторов  kx Gxhh  ,  называется 

kG  – слабо 
периодической, если ijx hh   при kji GxHxHx   ,, .  
Определение 3. Мера   называется kG –периодической (слабо периодической), если 
она соответствует kG –периодической (слабо периодической) совокупности векторов h .  
 
3. СЛАБО ПЕРИОДИЧЕСКИЕ МЕРЫ ГИББСА  
Пусть  1,...,2,1  kA  и  ,)(:   Aj jkA числочетноеxGxH   где )(xj –число 
буквы ja  в слове ,kGx   ,:)2( числочетноеxGxG kk   где x  длина слова ,kGx  и 
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 четноxчетноxGxGHG Aj jkkAk   ,)(:
)2()4(  . Отметим, что )4(kG –являются 
нормальный делитель индекса 4(см. [1]).  
Рассмотрим фактор-группу  ,,,,/
3210
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
(4)
k
G слабо периодическая совокупность векторов xh  имеют следующий вид: 
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здесь 8,1),,...,(
11


ihhh
iqii
. Предположим 8,1,...
121


ihhhh
iiqii
.                        
Тогда в силу (5) 
(4)
k
G слабо-периодических векторов 
x
h  удовлетворяет системе 
уравнений  
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где A число элементов множество А.  
Введем следующие обозначения: .
i
i ze
h
  Тогда последнюю систему уравнений 
можно переписать в виде  
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Здесь Ai  , т.е. мощность множества A , .
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




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zf  
Запишем систему уравнений (6) в виде  
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Разделив в этой системе уравнений первое уравнение на третье, второе на пятое, 
шестое на седьмое, четвертое на восьмое, получим следующую систему уравнений: 
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Используя эту систему уравнений, систему (7) можно записать так: 
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Из первого уравнения системы (9) найдем 3z , из второго ,5z  из седьмого ,6z  из 
восьмого 
4z  и, подставив их в восьмое, седьмое, второе и первое уравнения системы 
уравнений (6) соответственно, получим 
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Рассмотрим отображение ,: 44 RRW  определенное следующим образом:  
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где .
)1(
1)2(
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Заметим, что (10) есть уравнение ).(zWz   Чтобы решить систему уравнений (10), 
необходимо найти неподвижные точки отображения ).(* zWz   
Легко доказать следующая 
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Лемма 1. Отображение W имеет инвариантные множества следующих видов: 
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Изучая система уравнение (10) на инвариантных множествах  описанных в Лемме 
1 доказано следующая:  
Теорема 1. 1) Для модели Поттса с q состояниями все )4(kG -слабо периодические 
меры Гиббса, соответствующие совокупности векторов из 
1I , являются трансляционно-
инвариантными.  
2)  Пусть  1, 3,А q    тогда не существует  )4(kG -слабо  периодической          (не 
периодической) меры Гиббса, соответствующей совокупности векторов из 
2I , т.е. все 
)4(
kG -слабо  периодической меры Гиббса являются трансляционно-инвариантными. 
 
Доказательство теоремы 1. Доказательство пункта 1) Теоремы 1 очевидно. 
Доказываем пункт 2. Пусть  3,1,2  qАk . Система уравнение (10) сводится к 
следующем система уравнение    
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 Система уравнение (12) на инвариантном множестве 
2I , т.е. в случае 
8271 , zzzz   имеет следующий вид: 
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Из последнего система уравнение имеем  
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                                      (13) 
здесь    .
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 Введем обозначение 







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))((
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2
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21
zff
z
fz  Тогда система уравнение (13)  
сводится к следующем система уравнение 
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                     (14) 
Из (14) получим ))(( 11 zz  . Чтобы найти не трансляционно-инвариантная решения 
система (14) рассмотрим следующие уравнение:  
 .0
)(
))((



zz
zz


      (15)   
 Известно, что 1z  является решением уравнение )(zz  , следовательно, 1z  
является решением ))(( zz  . Для решение 1z  соответствует трансляционно-
инвариантная мера Гиббса.  
Рассмотрим  
0
1
))((



z
zz 
     (16)  
 Легко видит, что (16) не имеет положительного решения. Отметим, что в работе 
[3] доказано, что для модели Поттса на дереве Кэли порядка два не существует 
периодические меры Гиббса. Отсюда получим, что 
)4(
kG - слабо-периодические меры 
Гиббса являются трансляционно-инвариантными. Теорема доказана. 
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